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Thema: Longest Increasing Subsequence

Longest Increasing Subsequence

Problem: Gegeben ist ein Array A von Zahlen A[1], ..., A[n]. Eine Subsequence ist eine Teilmenge
dieser Zahlen Ali1], Alia], ..., Alig] mit 1 <41 < i < ... <ik < n.

Eine Increasing Subsequence ist eine Sequenz in der die Zahlen strikt grosser werden. z.B. die

lingste aufsteigende Sequenz in 5, 2, 8,6, 3,6, 9, 7ist 2, 3,6, 9
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Wir suchen nun die léingste aufsteigende Sequenz in einem Array.
1. Struktur

Denken wir dariiber nach, was eine optimale Losung charakterisiert. Betrachten wir das letzte
Element (sei dies das Element 7 im Array, die 9 im obigen Beispiel) in einer lingsten aufsteigenden
Sequenz. Das vorletzte Element in der Sequenz (die 6 im obigen Beispiel) ist eines, dass im
Array vor i kommt, und der Teil der optimalen Loésung ohne das letzte Element ist eine lingste
aufsteigende Sequenz, die beim vorletzten Element in der Sequenz endet.

2. Rekursion
Versuchen wir obige Uberlegungen zusammenzufassen.
Sei lis(i) die lingste aufsteigende Sequenz die beim Element A[i] endet.

Die Losung wiire also die ldngste davon, d.h. max;e(i,.. »} lis(i) (wobei das i, welches das maxi-
mum erreicht, gerade das letzte Element der Losung ist).

Formuliere lis(i) rekursiv:

lis(i) = 1+ minjeqr, -1} mit Aljj<Afi] [i5(j)

Wir gehen also alle Elemente vor dem Element ¢ durch und wéhlen von denen die kleiner als
das i-te Element sind, dasjenige aus, bei dem die léngste bisherige aufsteigende Sequenz endet.
Daraus kénnen wir eine um eins lingere aufsteigende Sequenz bis zum i-ten Element bilden (wir
hiingen das i-te Element einfach hinten dran).

3. Bottom-Up

LIS(A,n)

// Berechne die Lénge der longest increasing subsequence

fori=1ton
lisi) = 1 / Finde lingste Sequenz mit Schlusselement ¢
prefi] = —1 // Vorgénger in der Sequenz
forj =1toi—1
if A[j] < Ali] and lis[j] + 1 > lis][i]
lisfi] = lis[j] +1
preli] = j

return max; lisli]

Die Laufzeit ist (think about it!) O(n?)



4. L6sung berechnen

Das letzte Element der Losung ist gerade dasjenige mit dem gréssten lis[] Wert, also arg max; lis[i].
Es ist dann sehr einfach die Sequenz zu rekonstruieren, wenn wir das Feld pre[i] nutzen, in wel-
chem jeweils der direkte Vorgéinger von ¢ in der langsten Sequenz mit Endelement 4 steht.

LIS2(lis,pre,n)
// Berechne eine Instanz der longest increasing subsequence
path :////
i = argmax;{lis[i]}
while i # —1
path = i+")” +path // i vorne an den Pfad hingen
1 = preli]

return path

Losung in O(nlogn)

Der Algorithmus kann auf eine Laufzeit von O(n log n) verbessert werden mit Hilfe von folgenden
Beobachtungen: Es sei té der kleinste Wert bei dem eine Increasing Subsequence der Lénge j
endet auf der Sequenz A[1],..., Ail.

Beobachtung: Fiir jedes i gilt, dass t} <t < ... < t;-, d.h. diese Werte liegen immer sortiert
vor! Dies legt nahe, dass wenn wir die lingste aufsteigende Teilsequenz finden mochten, die mit
Ali] endet, wir nach dem j suchen miissen, so dass t\ 1 < A[i] < t;;ll ist! Die Lénge der lingsten
aufsteigenden Teilsequenz, die bei A[i] endet, ist damit j + 1.

Dann ist i, = A[i] und ¢} = ¢;~" fiir alle k # j + 1. Da die ¢} immer in sortierter Reihenfolge
vorliegen, und eine Anderung die Sortierheit bewahrt, kann in jedem Schritt eine binire Suche
durchgefiihrt werden, um j zu bestimmen.

Die Laufzeit ist damit O(nlogn) (vgl. Musterlésung zur Programmieraufgabe).

Siehe http://www.algorithmist.com/index.php/Longest_Increasing_Subsequence
(http://goo.gl/1s87F) fiir eine Implementierung in C++.
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